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Chapter 1

Introduction

Ce cours comprend deux parties. Un premier chapitre traite des extensions de
corps, en particulier des extensionsélgques et de leur manipulation algorith-
mique, en insistant sur le cas des corps finis. Un daugichapitre introduit la
notion de modules, ettudie I'algorithmique desésseaux, qui sont les sois-
modules deR™. En particulier, on discute I'algorithme LLL et ses applications.



Chapter 2

Corps

2.1 Rappels

Dans cette partie, on rappelle des notions essentielles pour la suite vues en Li-
cence, et qui doiveritre parfaitement connues etitnsées.

2.1.1 Quelques éfinitions

On rappelle ici quelques notions vues en Licence et qui dodeatparfaitement
connues.

Un anneau est un triplétd, +, x) ou A est un ensemble}- et x sont deux
lois internes appéks addition et multiplication(A, +) est un groupe commutatif
de neutre n@0; la loi x pos®de un neutre nétl (d’autres auteurs disent que
'anneau est unitaire). Elle est associative et distributive sur I'addition (et on omet
en ¢gréral I'écriture du signe<: x x y = zy). On dit que I'anneau est commutatif
si la multiplication est commutative.

Exemple: Voici des exemples classiques d’anneaixnZ, M, (A) les matrices
n x n a coefficients dans un annedul’anneau des polydmesA[X].

Le groupe des urés A* de 'anneauA est I'ensemble desléements inversibles
de A, c’esta-dire 'ensemble deélements: de A pour lesquels il existg <
A tel quexy = yx = 1. Comme son nom l'indique, c’est un groupe pour la
multiplication.

Un élémentz de A est appe# un diviseur de &ro s'il existey € A\ {0} tel
quexy = 0. Un anneau sans diviseur dera est app€ un anneau iegre.

Exercice: Décrire A* dans les exemplesgmedents.



Définition 1 Un corpsK est un anneau commutatif dont t@kment non nul est
inversible. Autrement ditx™* = K \ {0}.

Exemple: Les corpsQ, R, C des nombres rationnelsgels, complexes. Les
résultats suivants o vus en LicenceZ/nZ est un corps si et seulementsi
est un nombre premier et, &i est lui-néme un corpsK[X|/P(X)K[X] est un
corps si et seulement (X)) est un poly®@me iréductible.

2.1.2 Quelques constructions

Les lois seront toujours neés+ et x et par consquent omises dans les notations.
Ainsi, on remplace la notatiofY., +, x ) par son al&ge: L.

Définition 2 SoitL un corps. Un sous-ensemhbieC L de L est appe? un sous-
corps deL s'’il est un corps pour les émes lois que celles de On dit aussi que
L est une extension d€ et on la notelL/ K.

Remarque: Quand on manipule des extensions, il faut toujouecizer quels
sont les deux corps dont on parle. Par exemplest une extension dé mais
aussi deQ. Dans I'extensiorn./ K, K est apped le corps de base.

Les propositions suivantes donnent dextmodes pour construire des corps:

Proposition 1 Soit L un corps etk;, K, deux sous-corps de.

e L’intersectionk; N K, est encore un sous-corps de

e Le composituni(; K, de K et K, est par eéfinition le plus petit sous-corps
de L qui contientk; et K5. On a:

KKy = {? | Si:Zmy,xeKl,yE K, etsy # 0}.
2

finies

Remarque: La notion de compositum de deux corps est un peu subtile. Attention
aux erreurs classiques: launion de deux corps n’est pas e@ngral un corps;
I'ensemble des produitsey | € K,y € Ky} non plus! Un exemplé avoir en

téte est celui des fractions rationnellesLsi K (X,Y), prenonsk; = K(X) et

K, = K(Y). Alors K1 K, = L. On se convainc facilement qué; U K, n'est

pas un corps, ni Bme I'ensemble des produits!

Une autre construction importante est celle du corps des fractions d’un anneau
integre. On en donne ici uné&finition informelle.
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Définition 3 Soit A un anneau irggre. Le corps des fractions dg not F'r(A)
est le plus petit corps contenant C’est I'ensemble

Fr(A) :{% lac Abe A\ {0},

Exercice: Expliquez pourquoi cette construction ne marche pag miest pas
integre.
Exercice: Quel est le corps de fractions @¢ de K [X]?

2.1.3 La caracgristique

On cfinit la caracéristique d’'un anneaul de neutrel de la fagcon suivante:
I'application

¢:7— A
n—n.l

oun.1 =1+1+4---+ 1avecn termes s est positif etn.1 = (—1) + (—1) +

-+ + (—1) avec—n termes sin est regatif, est un homomorphisme d’anneaux.
Son noyau, qui est un &l deZ, est donc de la formeker ¢ = ¢Z ou ¢ est un
entier positif.

Définition 4 Ce nombre: est appe? la caracéristique deA, et est nd car(A).
C’est le plus petit entier non nul tel quel = 0, s'il existe. Sic.1 # 0 sauf pour
¢ = 0, la caracgristique deA estégalea 0.

Remarque: Sicar(A) = 0, alors ’lhomomorphisme est injectif, et 'anneaw
contient un sous-anneau isomorgh#&. En particulier, 'anneaul est infini. La
réciprogue bien@ est fausseZ/2Z[X] est un anneau infini de caradstique
2. Sicar(A) = ¢ > 0, 'anneauA contient un sous-anneau iISOmMorEe /cZ.
CommeZ/cZ n'est inegre que si est un nombre premier, la caréastique d'un
anneau irggre et donc en particulier d’'un corps egtcassairement un nombre
premier. Ainsi, on a:

Proposition 2 Soit K un corps. La caradristique dek estégalea 0 si et seule-
ment siK contient un sous-corps isomorpheQ. Sinon, la caradristique de
K est un nombre premier et ' contient un sous-corps isomorpheZ/pZ. Ce
sous-corps est appebous-corps premier de.

Si L/K est une extensions de corps, ils oréme caradtristique et rBme
SOUS-corps premier.



2.1.4 Polyrdmes irréductibles

Soit K[X] 'anneau des polygmesa coefficients dans le corgs. On rappelle
que c’est un anneau euclidien, tout comme l'anngawet que par coregjuent
ces deux anneaux ont des pré@ts tes similaires. En particulier, la notion de
polyndme ireductible est I'analogue de celle de nombre premier.

Définition 5 Un polyromeP(X) € K[X] est apped polyrome irréductible s'il
est de dedgr au moins€gala 1 et s'il ne peut pas €crire P(X) = A(X)B(X)
ou A(X) et B(X) sont des polydimes non constants.

Remarque: On exclut dans la&finition des polydmes iréductibles les polygmes
de dege 0 car ce sont les inversibles dé[ X | (K[ X|* = K*). De méme on peut
toujoursécrire P(X) = (A\)(A~'P(X)) mais cela ne compte pas comme une
décomposition de’(X).

Remarque: Quand on discute de l'ieductibilitt d’'un polyrome, il est essentiel
de peciser sur quel corps on se place. Ainsi, le polyre X2 4+ 1 est iréductible
surR mais pas sut!

Exercice: Trouvez tous les polydmes iréductibles de de@rau plus3 surFs.

Remarque: Irréductibilite et racines: Si un polyyime P(.X') a une racinex dans
K, alors il est divisible paX’ — «. Il ne peut don@tre ireéductible surk’, sauf
s'il est de dege 1. La réciproque est fausse: il ne suffit pas qu’un pélyre n’ait
pas de racines dars pour qu’il soit irreductible, sauf s’il est de degau plus3.

Un résultat essentiel, comme déhsest la @composition en produit d’ieductibles.
Pour gu’elle soit unique, on se restreint aux pdlyres ireductibles unitaires (voir
la remarque @cedente).

Théoreme 1 Tout polydmeP(X) s’écrit de fagon uniqua I'ordre pres desP;:

P(X) = AP (X)™ ... P(X)™

ou lesP; sont des polydimes iréductibles unitaires, deuxdeux distincts) € K
etn; € N,

Comme dan¥,, on cefinit la notion de PGCD, PPCM (que I'on prend unitaires
pour qu’ils soient uniques), et on a leetieme de Bezout:



Théoreme 2 SiD(X) = PGCD(P(X), Q(X)), il existe des polydmes U(X),V(X)
tels que:

D(X)=UX)P(X)+ V(X)Q(X).
De plus les polydmesD(X), U(X), V(X)) se calculent par I'algorithme d’Euclide.

2.1.5 Le quotientK [ X]/P(X)K[X]
La construction grérale du quotient d'un anneau par ureadl de cet anneau
s'appliquea 'anneauk [ X | eta l'idéal principal P(X ) K[X] qui est I'ensemble
des multiples dé’(X). La surjection canonique

s: K[X] — K[X]/P(X)K[X]

a pour noyatkker s = P(X)K[X].En supposant que le polyme P est non con-
stant, on voit que la restriction dea K est injective. On peut donc identifiéf
ets(K). Notonsz = s(X). On a donc les propiés importantes suivantes:

e P(z)=0.
e SiQ(z) = 0alorsP(X) diviseQ(X).
Proposition 3 SoitA = K[X]/P(X)K|[X]. On posel = deg(P).
1. car(A) = car(K).
2. Toutelementy de A s’écrit de fagon unique = ag+a1x+asz+. . . ag_ 1%L,

3. Avec les notations predentesy est inversible si et seulement si le pdiyme
ap+ar X +ax X +...aq_1 X% ! est premied P(X).

4. A estun corps si et seulement/3(.X) est irréductible.

Remarque: Notonsy = Q(x) € A. Ainsi, pour savoir si est inversible dans
A, il suffit de calculer le pgcd dé€) et P. De plus, le téoeme de Bezout et
I'algorithme d’Euclide fournissent une&thode algorithmique pour calculer ef-
fectivement I'inverse de sous la forme (2). En effet, &/ et V' sont tels que
1 =UX)P(X)+ V(X)Q(X), alors on a dans! la relation: 1 = V(z)Q(z)
(puisqueP(z) = 0). L'inverse dey est doncegala V' (x).
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2.2 Extensions al@briques

A partir de maintenant, on fait deg€ihonstrations...

2.2.1 Dege d'une extension

Soit L/ K une extension de corps. Alofsest aussi un espace vectoriel gur

En effet, puisqu’on peut multiplier entre eux igéments déds et ceux de., cette
multiplication cefinit la loi externe d’espaces vectoriels. Ce point de vue est tr
important pour letude des extensions.

Exemple: Le corpsC est unR-espace vectoriel de dimensi@n Une base est
(1,7). Le corpsC est aussi urf)-espace vectoriel, cette fois-ci de dimension
infinie (car il est non @nombrable..).

Exemple: Le corps des fractions rationnell&§ X) est unk'-espace vectoriel de
dimension infinie.

Exemple: Si L = K[X]/P(X)K|[X], et siP est de dedg¥d, L est unk-espace
vectoriel de basél, z, ..., 297 1) (c’est exactement ce que dit la Proposition 3).

Définition 6 Soit L/ K une extension de corps. On appelle dede I'extension,
et on notegL : K], la dimension dd. commelk -espace vectoriell [ : K] = oo
si cette dimension est infinie).

Exemple: [C: R| = 2.

Proposition 4 Soit K’ C M C L. Supposons que I'extensidnf K soit de dege
fini. Alors les extensions/M et M /K sont de deg®s finis, et on alL : K| =
L : M|[M : K].

Preuve: M est unk-sous-espace vectoriel de Si L est de dimension finie sur
K, afortiori M aussi. Une base de sur K est une famille §rératrice del sur
M; L est donc aussi de dimension finie gut

Soit maintenantey, . . ., e,) une base dé sur M et soit(f1, ..., fs) une base
de M sur K. Nous allons montrer que I'ensemble deg; avecl < i < r et
1 < j < sestune base dé sur K. Cela fait bien-s élément, ce qui @montre la
proposition.

Montrons que c’est une familleégératrice del sur K: soitxz € L. Par
définition dese;, il existe \; € M tels que

r
i=1
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Comme les\; appartiennena A/, par cefinition desf;, il existe degy; ; € K tels

que
A = Zﬂi,jfj~
j=1
Finalement, on a:

v=Y pijeif;
i?j

et lesy, ; étant dandy, cela montre bien que la famille degf; est grératrice de
L surkK.
Pour montrer que ceséments sont libres sut, partons d’une combinaison

linéaire nulle
> pigeif; =0
ihj

que I'on peutcrire
> (O ijfi)ei =0.
i

On utilise le fait que les; sont libres suf\/ pour conclure que, pour towt< ; <

r,
Z pigf; =0,

J
puis que lesf; sont libres sui< pour obtenir quey; ; = 0 pour toutl < ¢ < r et
toutl < j < s.
O

2.2.2 Element alggbrique, extension algbrique

Soit L/ K une extension de corps.

Définition 7 Un élémentx de L est dit alggebrique surk s'il existe un polydme
P(X) € K[X] non nul tel queP(a) = 0. Sia n'est pas al@brique, on dit qu'’il
est transcendant.

Si toutéléement del est algbrique surk, on dit que I'extensior./ K est
algébrique.



Exemple: Sia € K, il est algebrique sui puisque racine du polyrme X —« €
K[X]!

Exemple: Lesélementsi, v/2 sont alg@briques sufQ car racine respectivement
des polydmesX? + 1 et X? — 2.

Siz € C, le polyrdbme (X — 2)(X — z) esta coefficients gels. Cela mon-
tre que tout nombre complexe esté@bgique suiR, et que I'extensiorC/R est
algébrique. Par contre, I'extensidd/Q n’est pas algbrique (on peut montrer
que si elle |etait,C serait &nombrable). Cette argument dendmbrabilié mon-
tre I'existence de nombres transcendants@uet meéme dans un certain sens
montre que presque tous les nombres complexes sont transcendants. Toutefois, il
est en @réral difficile pour un nombre do@de &montrer qu’il est transcendant
(par exemple: et le sont mais cela n'ate demonté qu’au XiXeme).

Le fait que I'extensionC/R soit alggbrique est aussi une c@wgience du
théoeme plus @réral suivant:

Theoreme 3 Toute extension de dagfini est al@brique.

Preuve: Soit L/K une extension de degffini, et notons» = [L : K|. Soit

a € L. Il faut donc trouver un polydme P non nul,a coefficients dan, tel
que P(a) = 0. Mais la conditionP(«) = 0 revienta dire que les puissances
successives de sont liées surk. L'id ée est que, si 'on prend plus de puissances
gue la dimensiom de L sur K, elles sont en effetétessairementdes.

O

Remarque: Il ne faut pas croire que l&ciproque soit vraie. En effet, il existe des
extensions algbriques de deg@rinfini, bien que nous ne nous erépccuperons
pas trop ici.

2.2.3 Polyrome minimal

Si « est algbrique, il y a en fait une infirét de poly®mes tels que’(a) = 0
puisque les multiples d& vont aussi @rifier cette propéte. On peut facilement
décrire tous ces polyimes:

Proposition 5 Soit ./ K une extension et sait € L un élément alg@brique sur
K. Il existe un unique polydme unitaire non nuP,(X) € K[X] de degé min-
imal tel queP, () = 0. Pour tout poly®me@ € K[X], la conditionQ(«) = 0

équivauta P, (X) diviseQ(X). On dit queP, est le polydme minimal dev sur
K.
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Preuve: L'ensemblel/ = {Q(X) € K[X] | Q(a) = 0} est un ickal deK[X],
qui est un anneau principal. Cetial est donc principal, noreduita {0} si «
est algbrique, et donc enger&lpar le polydme unitaire de plus petit deggu'’il
contient.

O

Définition 8 On appelle degr dea sur KK, le degé de son polydme minimal sur
K, eton le noteleg, («) , oudeg(a) quand il n’y a pas d’ambigué sur K.

Proposition 6 Soit /K une extension et sait € L. On noteK || 'ensemble

Kla] = {Q(a) | Q € K[X]}.

C’est le plus petit sous-anneau decontenanti’ eta.
On noteK («) I'ensemble
P(a)
Kla)={=—= | P,Q e K|X]etQ(«a) # 0}.
(@) =gy | 7 Q € KIX] etQ(a) # 0}

C’est le plus petit sous-corps decontenantk” eta.

Preuve: Soit A un sous-anneau dé contenant’ et «. Alors A contient les
puissances de, les produits de ces puissances avecéa&ements def, et les
sommes de ces termes. Brdfcontient tous le€)(«) avec € K[X], soitK [a].

Clairement K [«] est un sous-anneau dec’est donc le plus petit. Les proptes
de K («) se montrent de la &me margre.

O
Remarque: On geréralise facilement ses notions au cag @ementsy, . . ., aq.
OnnoteK|ay, . .., aq4) €t K (ay, . .., aq4) respectivement le plus petit sous-anneau

et le plus petit sous-corps decontenants” etaq, . . ., aq.

Théoreme 4 Soit ./ K une extension et sait € L un élément algbrique .

1. Le poly@me minimal dev sur K, P,, est irréductible surk, et

Kla] ~ K[X]/P.(X)K[X].
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3. [K(«a) : K] = deg(P,) = deg(a).

Preuve: On céfinit un homomorphisme d’anneaux @8 X'| dansL en posant:

¢ : K[X] (2.1)

K — L
P(X) — P(a) (2.2)

Clairement]Im ¢ = KJa] etker ¢ = P,(X)K[X]. Par le tleoeme de factorisa-
tion, on obtient I'isomorphisme annoac
CommeK|a] C L, c’'est un anneau iggre. Ainsi, le quotient

K[X]/P,(X)K[X] estintgre, ce quéquivaut au fait qué’, soit irreductible sur
K. Alors, ce quotient est un corps, et doagalementi[«]. CommeK|[a| C
K(a), et que ce dernier est d'a® la Proposition @édente le plus petit corps
contenantx” et«, on a l'égaligé K[a] = K(«).

O

Remarque: D’apres la é@émonstration @adente, lorsquer est transcendant,
K[X] ~ K|a].

Le theoeme pecedent montre que la manipulation pratique @&#ments
de K|o] est tes facilea partir du poly@me minimal dea. En effet, sid =
deg(a), la donrée d’'unélementy de K|«] estéquivalentea celle d'und-uplet
(o, -+, A1) € K4tel quey = A\g + M\ + - - + A\g_1a%" L. L'addition de deux
elements s’effectue term& terme; la multiplication fait intervenir la&éduction
modulo P,. Enfin, comme explig@& au paragraphe 2.1.5, l'inverse d’alement
se calcule gacea I'algorithme d’Euclidegtendu.

Ces consiérations expliquent pourquoi on s'@resse la question suivante:

étant donie une extensions d@grique finiel./ K, existe-t-il unélementx tel que

L = Kla], et mieux encore, peut-on calculer algorithmiquement ugléghent

ainsi que son poly@me minimal? Par exemple, peut-on trouver unéément

pour L = Q(v/2,/3)? Le tteo’me de Ielement primitif donne uneéponsex

ces questions. Nous allons en donner une version restreinte, mais suffisante pour
les cas que nous rencontrerons. Avant cela, nous avons besoin de la notion de
corps de écomposition d’'un polydme.

2.2.4 Corps de rupture, de @composition, al@briguement clos

Un polyrdme P a coefficients dans un corps n’a pas forément de racines dans
K, ce qui est parfois fort@nant. En fait, on peut toujours augmenter le cdkps
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pour y trouver des racines d& Typiqguement, le corp€ des nombres complexes
aété construit pour y avoir les racines 8¢ + 1.

Proposition 7 Soit K un corps et soi?(X) € K[X].

1. Il existe une extension finie/ K telle queP(X) a au moins une racine
dansL. Un tel corpsL s’appelle un corps de rupture dé. Dans L[X],
P(X) estdivisible parX — a.

2. Il existe une extension finie/ K telle que P(X) a exactementleg(P)
racines dand. (compées avec leur multiplic®). Un tel corpsL s’appelle
un corps de @composition dé’. DansL[X], P(X) est produit de facteurs
de degé 1.

3. Un corpsL est dit algebriguement clos si tout polpme del.[ X | a au moins
une racine dand.. Alors tout polydme deL|X| a toutes ses racines dans
L, et se factorise dans[X | en un produit de poly@mes du premier degr

4. Tout corpgs pos®de une @ture algebrique c’esta-dire un sur-corps algbriquement
clos, et minimal pour cette prof@#e. De plus celle-ci est uniqueisomor-
phisme pes.

Preuve: La construction d’un corps de rupture pallrest facile. En effet, con-
sideronsR(X) un facteur ireductible deP(X). Soit
L = K[X]/R(X)K[X]. Cest un corps contenat, et siz est I'image dans
L de X, R(x) = 0 donc aussiP(x) = 0. L est donc un corps de rupture de
P. Remarquez que si on consi@ directement le quotieaf [ X |/ P(X)K[X], on
obtient un anneau qui n’est pas eengral un corps. C’est pour cela qu’on passe
par un facteur iductible deP.

On peut iérer cette construction en remplacanpar L et P(X) parP(X) /(X —
x); en au plusleg(P) étapes, on obtient un corps extension finiddgui contient
toutes les racines de.

La construction d’une 6kure al@gbrique est plus subtile et nous ne &amtbntrerons
pas ici. Toutefois son existence est assez intuitive.

O

Exemple: Le premier exemple de corps algriquement clos est le corfisdes
nombres complexes. C’est donc unétale algbrique pourR (il est minimal
puisque de deg@r2!). On peut montrer qu’'une oture algbrique deQ est de
dimension infinie suf) mais est @nombrable. Ce n’est donc p@s
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2.2.5 Theoreme de lelement primitif

Théoreme 5 [Théoreme de klément primitif] SoitZ./ K une extension finie. On
suppose soit qui est fini, soit quear(K) = 0. Alors, il existe urélementy de L
tel queL = K(«). Un telélementy est apped unélément primitif de I'extension
L/K.

Preuve: On va laisser pour le prochain chapitre le cas des corps finis. Supposons
quecar(K) = 0; alors le corpg est infini, ce qui véétre crucial dans la suite.

Montrons d’abord qu’un polydme iréductible” sur K a des ros simples.
En effet, si(X — a)" divise P dans un corpg’ de cecomposition deP, avec
n > 2, alors on peuécrire P = (X — a)"S et son poly@me crive P’ = (X —
a)"S" + n(X — a)""1S. Il est important de remarquer qu& est non nul parce
quecar(K) = 0 (en effet le poly®me crive de X6 + X3 sur F3 est nul! mais
cela ne peut arriver en caradstique0 car le coefficient dominank? se cerive
endX ! et qued # 0). Ainsi X — a divise P et P’ et donc divise le pgcd de P
et P’. Mais ces deux polydmes sona coefficients dan&” donc leur pgcd aussi.
On aurait troue un diviseurD de P dansK[X], de dege suferieura 1 puisque
divisible parX — a sur F, et de degg strictement irérieura P puisque divisant
P'. Cela n’est pas possible puisqgiteest suppos irreductible surk.

Supposons maintenant qille= K (x,y). On va construire un tel queL =
K|z]. NotonsP le polyndme ireductible der sur K et () celui dey. Soit M un
corps de @composition dé” et. On peutecrire surtM P =[], (X —x;) avec
T =z, etQ =[[~,(X —v;) avecy; = y.

Alors il existet € K tel quex + ty # z; + ty; pour touti > 1, 7 > 2. En
effet, il suffit de choisirt distinct de tous Ies‘g—ﬁ 1<i<n2<j<m}.

J

Et c’est toujours possible puisquée est infini alors que I'ensemble des;j—ymj lui
est fini (noter quey — y; # 0 parce que lesaros de) sont simples).

Soit donct € K tel quex + ty # x; + ty; pour tout: > 1, 7 > 2. Soit
z =z +ty. Montrons quel. = K|[z]. SoitK’ = K|[z]. Soit F/(X) := P(z —tX).
Ce polyrome esta coefficients dang”’. Montrons quey est la seule racine de
@ qui soit aussi racine d€. En effet, on erifie aigment que les conditions sur
t montrent queF'(y) = 0 alors queF'(y;) # 0 pouri > 2. Cela prouve que
X —y estle pgcd d&' et ), et donc que ce polyyime est coefficients dang”
(rappelons que le pgcd de deux pddymes dont les coefficients sont dans un corps
k, esta coefficients dans, comme le montre I'algorithme d’Euclide). Ainsi, on
obtient quey € K’. Commez = z — ty, x appartienttgalements K’ et on a
déemonté quel = K|z].
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Dans le cas gréral, L est une extension finie d€, donc il existery, ..., z4
tels quel = K(x1,...,x4). Par itration du cagl = 2, on trouve d’abord un
gérérateurz, de K (1, x2), puis un @rérateurz, de K (z, x3), etc..

O

L’ énoné& pecedent fournit un algorithme permettant de calculer effectivement
un tela, sion sait calculer les racines éeet () dansL. Par exemple, c’est le cas si
x ety sont quadratiques duf. De plus, on peut aussi s’interroger sur desces
définissant un meilleur choix parmis tous legpossibles. Par exemple, il peut
étre ineressant pour effectuer les calculs dénsle trouver urelement primitif
dont le polyrdome minimal a beaucoup de coefficients nuls. Dans la pratique on
s'appuie sur le lemme suivant:

Lemme 1 Soit L/ K une extension finie de dégn. Soita € L. OnalL = K|/
si et seulement sieg; (o) = n.

Preuve: A priorionaK [« C L. Laconditiondeg (o) = nimpliquedim (K [a]) =
dimg (L) (par Th 4.3) et dond([o] = L.
O

Ainsi trouver unélement primitif de équivauta trouver unélément dont
le polyrdbme minimal a r@me dege que I'extension. En fait presque tautva
marcher, encore faut-il savoir calculer son pdgre minimal. Une rathode
élémentaire consista chercher une combinaison &aire nulle entre les puis-
sances successives de

Exercice: Soit L = Q(v/2,V/3).
1. Montrez queL : Q] =4
2. Montrez que1,/2,/3,/6) est une base dé surQ.
3. Soita = v/2 + /3. Montrez quex est soit de de@r2 soit de dege 4.
4

. Exprimeza sur cette base et montrez q(ie a, o) sontQ-linéairement
indépendants.

5. Montrez que(l, a, o?, a3, at) sont lies surQ et en déduire le polydme
minimal dea.

6. En céduire quel = Q[a].
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7. Décrire tous les corps integdiaires (i.e. les corps/ tels queK ¢ M C
L).

2.3 Corps finis

Les corps finis sont &s importants pour les applications pratiques, en partic-
ulier pour la cryptographie et la éorie des codes correcteurs d’erreurs. On
sait ceja qu'un corps finia p éléments a p est un nombre premier, est isomor-
phea (Z/pZ,+, x). On noteF, un tel corps. On sait aussi qu'il existe des
corps finis dont le cardinal n’est pas un nombre premier, comme par exemple
Fo[X]/(X? + 1)F[X] qui a4 élements. Nous allonstdrire tous ces corps et leur
structure.

On va appliguer lesasultats du paragraphegoedent.

Théoreme 6 Soit L un corps fini, de cardingj.

1. Il existe un nombre premiertel queL contienne un sous-corps isomorphe
alF,. L'extensionL/F, est de degk fini. Sir est le degé de cette extension,

q=7p".

2. Toutélementr de L vérifie x? = x. Si M est un sur-corps dé contenant
les racines du polydme X? — X ¢ F,[X], alors L est exactemeréigal a
I'ensemble des racines de ce pdiyne.

3. Reciproquement, 'ensemble des racines du paga X? — X dans une
cloture algebrique deF, est un corpsi ¢ élements.

4. Le groupe multiplicatif L*, x) est un groupe cyclique d’ordrg— 1.

Preuve: Un corps fini ne peugtre de caraéristique £ro. Le sous-corps premier
de L est donc isomorph&[F, pour un certain nombre premigi(voir Proposition
2 et la remarque qui la poede). Puisqué. est fini, il esta fortiori de dimension
finie surlF,. Sir est cette dimensior, est isomorph€omme espace vectoria!
I, et est donc de cardingf.

Puisquel est un corps, toutlement non nul est inversible. Le groupe mul-
tiplicatif * est donc d’ordre; — 1. Par le tleoeme de Lagrange, toélement
non nul deL vérifie doncz?~! = 1. Ainsi, toutélement del vérifie 2¢ = x, et
est donc une racine du polgme X? — X. Comme un polyame de degq a au
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plus ¢ racines dans un corps, et ghgos®deq élements,L est exactemerégal
a l'ensemble des racines de ce pdlgre, dans un corps qui les contienne.

Réciproguement, soit I'ensemble des racines dé? — X dans une dture
algébrique deF,,, montrons qué. forme un corpsig élements. D’abordL a bien
g €lements carX? — X n’a que des racines simples. En effet, il faut pour cela
vérifier que ce polyame est premier avec son pofme crive; or celui-ci est
qX9 ! —1 = —1 (on est en caraétistiquep). Ensuite, il faut montrer qué est
un corps. Ce qui est faci@ montrer, c’est que le produit et I'inversee€ments
de L est encore dans. En effet, supposons, § appartenan& L, c’esta-dire
al = aetB? = f. Alors: (af)? = a8 = af et(a™)?) = (o) ! = (o)
Il restea montrer que. est stable par addition, ce qui est un peu mé@wislent.
Cela ésulte du lemme suivant, qui est d’autre part@xtement utile:

Lemme 2 Soit K un corps de caraéfristiquep > 1. Pour toutz,y € K et tout
r>0,Sig=p",0ona:

(z+y)* =2 +y".

Preuve: Démontrons cette formule poyr= p. Comme dans tout anneau com-
mutatif, on peut appliquer la formule du iGime de Newton:

p
P _ D\ p—i i
(x +v) —ZZ:; (Z>x Yy’
Pourl <i<p-1, (") =0 mod p, etdonc(?) = 0 dansF,. Ainsi, les
“termes du milieu” s’annulent et il reste la relation+ y)? = a? + y*.
On obtient la formule annoie pourg = p? en iterant ce calcul:
(@+ 9P = ((z+yP)P = @ +y°)P = @)P + (PP = 2 + 4. Une
demonstration parécurrence s’'impose pour le casrgral.. que nous laisserons
rediger au lecteur.

O
Revenons notre ensemble de racineson peut donécrire(a+3)? = a1+ =
a + [ et on obtient quer + 5 € L. On a donc bien@&@monté queL est un corps
aq elements.

Il restea demontrer qud.* est cyclique, c’esi-dire qu’il contient urelement
d’'ordreq. Soitz € L* unélement d’ordrel. On sait quel diviseq — 1. Le sous-
groupe engendr parz est lui-mnéme cyclique, et donc contiegtd) éléments
d'ordred (ce sont les:® avec(a, d) = 1). Montrons quel* ne peut pas contenir
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d’autresélements d’ordrel. En effet, siy est d’ordred, y est une racine du
polyndbme X< — 1. Mais ce poly@me est de de@r donc il ne peut pas avoir plus
ded racines dang. Or il en a &jad, ce sont les puissances del, z, ..., 2% 1.
Ainsi tous lestléements d’ordrel de L* sont des puissances deet il y en ag(d).
On vient de @montrer que, pour tout divisedrde g — 1, L* contient soit aucun
soit¢(d) élements d’ordrel. Mais la formule:

g—1=>Y ¢(d
dlg—1
montre que pour aucun diviseur gle- 1 il n’y a pas d’eEment d’ordre ce diviseur
(puisqu’unélement del* doit bien avoir un ordre, diviseur de— 1). Appliquant
cela au diviseur; — 1 lui-méme, on obtient qué* contient bien de€lements
d'ordreq — 1.

O

Remarque: La formule du lemme @eedent s’appelle ausfirmule du bidme
des cancresSans commentaires ...
Remarque: D’apres le tleoreme pecedent, un corps fini est uniquemetermire
par son cardinal, dans unétlire algbrique def',. On notelF, un tel corps.
Remarque: Une autre approche de I'existence d’'un cogpséléments consiste
a demontrer I'existence d’'un polyme iréductible surl, de degé r (ol ¢ =
p") eta consiérer le corpsr,[X]/P(X)F,[X]. Remarquons bien que le choix
du polyrbme ireéductible de de@rr ne change pas le corps puisqu’on vient de
demontrer qua cardinal fie il n'y en a qu’un'!
Un petit exemple concret: 1l est facile de voir que, suF,, les seuls polypmes
de dege 3 irréductibles sontP?, = X3 + X +1etP, = X + X? + 1. Le corps
Fg = Fy]a] aveca® + a + 1 = 0 a8 élements. Ce qui @eede permet de pdire
gue, parmi le$ élements diferents de) et 1, il y a trois racines deP; et trois
racines deb;.

Un bon exercice de calcul dafis montre que les racines d& sont: o, o? et
a* = a® + a et les racines d&, sont les trois autres. Ainsi, §i=a +1,ona:

Fsla] = Fa[f]

aveca® +a+1=0etB+p2+1=0.
PuisqudFy est 'ensemble des racines ¢ — X, on obtient aussi que:

X¥— X = X(X +1)P(X)P(X)
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ce qui peut bien se \erifier directement.

Nous sommes en mesure maintenant émaintrer le tetoeme de lEléement
primitif dans le cas des corps finis.

Théoreme 7 Soit L/ K une extension de corps finis. Il existec L tel que
L = Kla].

Preuve: On peutecrirecard(K) = p” etcard(L) = p°. On sait par le Thoeme 6
que le groupe multiplicatif dé est cyclique d’ordre®—1. Soita un gerérateur de
ce groupe, on va montrer que eetonvient. (Attention, la&ciproque est fausse:
un élément primitif de I'extensior./ K n’est pas Bcessairement urégérateur
du groupe multiplicatif). Si ce n’est pas le casgngendre un sous-corps strict de
L, c’esta-dire K[a] = M, aveccard(M) = p* etu < s. Mais alorsae € M*,
donca?”~! = 1. Commep* — 1 < p* — 1, cela contredit I'nypotase suivant
laquellea est d’ordrep® — 1.

Remarque: Le theoeme pécedent montre qui, s’écritF, = F,[a] avecP(a) =
0, et P irréductible suif, de degéer (¢ = p"). Changer de polyime iréductible
revienta changer Element primitifa: (comme dans le “petit exemple concret”).

On étudie maintenant les proptés d’inclusion des corps finis.
Théoreme 8 F,- C F,. si et seulement sidivises.

Preuve: Commer = [F, : F,], et d'apes la Proposition 4, la conditiandivise
s est recessaira l'inclusionF,. C F,.. Réciproquement, supposons queivise
s. et posong = rt. Alors, p” — 1 divisep® — 1: en effet, on a l'ident#:

ps 1= (pr . 1)(pr(t71) +pr(t72) 4. +pr + 1)

Posonsl = p" —1. On sait que le groupE;. est cyclique d’ordre® — 1; donc,
puisqued divise son ordre, ce groupe contient exactemépiements d’ordre
divisantd. En rajoutan®), on voit queF,. contient lesp” racines deX?" — X,
D’apres le Tleoeme 6,F,: contient dondt,,-.

O

Un outil tres utile pour travailler sur les corps finis est 'automorphisme de
Frobenius.

Définition 9 SoitF, un corpsa ¢ = p" éléments. On pose(z) = 2. o est
appek I'automorphisme de Frobenius dg.
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Théoreme 9 Avec les notations gedentes:

1. o est un automorphisme du corps.
2. Onac*(z) = 2*" pour touts, eto” = Idg,.

3. Pour toutr € F,, etu divisantr, z € F,. si et seulement 8i*(z) = .

Preuve: La propréte o(zy) = o(x)o(y) estévidente. La propéte o(z + y) =
o(z) + o(y) résulte du Lemme 2. Le fait quesoit injectif est clair; commé&,
est fini, il est donc aussi bijectif.

Les points 2 et 3 du #ftoeme sont clairs, compte tenu duéideme 6.2

O

En particulier, le Frobenius est utile pour exprimer le pélyre minimal d’un
élément sur un sous-corps.

Théoreme 10 SoitF, un corpsa ¢ = p" élements. Soit € I, et posonsy; =
ol(a).

1. SoitP € F,[X] tel queP(«) = 0. Alors, pour tout;, P(«;) = 0.

2. SoitP, le polyrbome minimal dex surF,. Il existe un plus petit enties tel
quea, = a, eton a:

s—1

P, =]](X = ).

1=0

Preuve: On a la relationP(«) = 0. On appliquer a cetteégali€; commeP est
a coefficients danB,, et ques(z) = z siz € F,, on ac(P(«a)) = P(o(a)) =0
donco(«) est racine deP, ainsi que, par ération, tous les’(a). Cela d&montre
la premere partie du thoeme.

En particulier, siP = P,, on peut appliquer le 1., qui montre que tessont
racines deP,. Commea? = a, on ao”(a) = «, Soita,, = «. Il existe donc un
plus petit enties tel quea, = «. Notons que la minimali des implique que les
elementsug, o, . . ., a,_1 sont dewa deux distincts. Soif) := Hf;é(X — ;).
Montrons que ce polydme est coefficients dans,. Pour cela, la bonne @thode

est de montrer qu'il est invariant pat Or o(Q) = [[Zy(X — o(w,)). Mais
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o(a;) = g pouri < s — 2 eto(as_1) = as = a = ap. Les racines dé) sont
permuées circulairement, don@ est laisg invariant.

Le polyrdme( esta coefficients dang, et («) = 0 donc, d'apes la Propo-
sition 5, P, divise(). D’autre part, leglementsyg, aq, . .., a,_1 sont dewa deux
distincts et sont racines d@,. Doncdeg(P,) > s. Comme( est de ded¥ s, on
a forementQ) = P,.

O

Remarque: Dans le téo®me pécddent, on peut remplacer I'extensiép/F,
par une extension relatit, /IF,/, a condition de remplacer paro’ : © — z?

Encore le petit exemple: Soit toujoursFs = Fy[a] aveca® +a +1 = 0. On
comprend mieux pourquoi les racines Besonta, o? eta* = a? + a. Ce sont
les images successives dear le Frobenius. Et bierisa® = a! De méme, les
racines deP, sont: 3 = a + 1, 32, 5.
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Chapter 3

Réeseaux et algorithme LLL

Un module n’est autre qu’'un espace vectoriel sur un anneau. Le passage d’'un
corpsa un anneau fait toute la richesse de cette notion; en particulier, il ne faut
pas tomber dans le @gge des automatismes acquis daétulie en premier cycle

des espaces vectoriels.

Dans ce chapitre, aps quelques @réralites sur les modules sur un anneau
guelcongue, nous allons rapidement nous concentrer sudeaurx, qui sont des
Z-modules libres munis d’une structure Euclidienne. L'algorithme LLL permet de
construire efficacement des bases de petits vecteurs @dgau. Cet algorithme
polynomial est ex&memnt utile notamment en cryptographie, et nous en verrons
des applications.

3.1 Modules: gnreralités

Dans tout ce qui suitd est un anneau.

Définition 10 Un ensemblel/ est un A-module & gauche) si(M, +) est un
groupe commutatif, muni d’'une loi exteradex M — M, (a,x) — ax Vérifiant
les axiomes suivants:

1. Pourtoutr € M, 1lx = x
2. Pourtouta,b € A, x € M, a(bx) = (ab)x et(a+ b)x = ax + bx

3. Pourtouta € A, z,y € M,a.(x +y) =a.x+ a.y
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Exercice: : Montrez quen(—z) = —ax et0z = 0.

Exemple: Quelques exemples de modules, qui montrent que cette notion regroupe
un grand nombre de situations:

Le module trivial: M = {0}.

M= A"

Les espaces vectoriels (i.&.est un corps).

Les groupes adiens sont exactement I&smodules.

La donree d’'un espace vectoriél sur un corpgds et d'un endomorphisme
u de FE est unK|[X]|-module pour la multiplication:P(X)x = P(u)(z).
La plupart desé&sultats de la #orie de la @duction des endomorphismes
peuvenétre vus comme degsultats de structure dés|.X |-modules.

e Les sous-modules d’un anneduwsont les i@auxa gauche del.
Quelques dfinitions et propetes standards:
Définition 11 SoitM un A-module.

1. Un sous-moduléV de M est un sous-groupe d&/, vérifiant: pour tout
a €A, x € N,ax € N. De fagoréquivalente)N est un sous-ensemble non
vide deM, vérifiantax 4+ by € N pour touta,b € A, z,y € N.

2. Un homomorphisme de modulgs M; — M, entre deuxA-modules est
une application @rifiant: f(az + by) = af(x) + bf(y) pour touta,b € A
etz,y € M,. Son noyau et son image sont respectivement

ker f:={zxe M| f(x)=0}etIm f:={f(x) | x € M}

3. Le produit direct de deud-modulesM et N est 'ensembleV/ x N =
{(z,y) | z € M,y € N}. C'estunA-module poura(z,y) = (azx, ay).

Proposition 8 1. Soit/V, N’ deux sous-modules dé. L'intersectionN N N’
etlasommeV + N' = {x 4+ y | 2 € N ety € N’} sont des sous-modules
deM. SiN N N’ = {0}, alors N + N’ est isomorphe au produit direct de
N etN’. On note alorsV & N'.

Le quotientM//N := {z + N | x € M} est unA-module pour la loi:
a(xr + N) =ax + N.
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2. Soitf : M; — M, un homomorphisme de modules. Le noyaufde
est un sous-module d&/; et 'image def est un sous-module d&/,.
L’homomorphismef est injectif si et seulement ker f = {0} et il est
surjectif si et seulement $in f = M,. |l induit un isomorphisme:f :
M;/ker f — Im f (théoreme de factorisation).

3. L'applications : M — M /N définie pass(z) = x + N est un homomor-
phisme de modules, surjectif et de noyéu

Comme pour les espaces vectoriels, on péfihd les notions de famille libre,
géréeratrice et de base d’'uf-module.

Définition 12 Soit M un A-module et soife; };c; C M. On dit que:

1. C’est une famille libre dé/ si: Zielf ae; = 0 aveca;, € Aetl; C I une
sous-partie finie, entiae: a; = 0 pour tout: € .

2. C’est une famille grératrice deM si tout élementz € M s'écrit x =
Eielf a;e; aveca; € A etl; C I une sous-partie finie.

3. C’est une base d&f si c’est une famille libre et@rératrice.

Définition 13 Un module possdant une partie @rératrice finie est dide type
fini. Un module possdant une base est dibre.

Proposition9 1. L’ensemblefe; }.c; C M est une base d@/ sur A, si et
seulement si, pour tout € M, il existe un uniqueéai)ie[f aveca; € A et
Iy finie tels quer = 3, aie;.

2. SiM est un module libre et de type fini, ses bases sont de cardinal fini. Si
{e1,...,e,} C M est une base dé&/, alors M est isomorphé& A" par
'isomorphisme:(ay, ..., a,) € A" — ajey + -+ + ane, € M.

Preuve: 1. est clair. Pour 2., supposons qug);c; Soit une base dé/ et
que (vy,...,v,,) SOit une partie grératrice. Chaque; est une combinaison
linéaire d’'un nombre fini des;, et comme il y a un nombre fini de;, il ex-
iste une partie finid; C I telle que pour touf, v; = Zkelf a;rex. Mais, si
i¢ I ep=> 1" by, =>", bu(zkelf a, r€x) ce qui donne une combinaison
linéaire nulle non triviale (le coefficient de est1) dese;.

L'isomorphisme est clair.
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O

Du point de vue de ces notions, les modules sont beaucoup plus complexes
gue les espaces vectoriels. En premier lieu, il y a dans un module la possibilit
que: ax = 0 alors quer # 0 eta # 0. Par exemple, sM = Z/6Z, consicré
commeZ-module, on &x = 0 pour toutz. Cela arrive bien& sia n'est pas
inversible dansi. Sia a un inverse, Bquationux = 0 multipliée par—! conduit
ax = 0. Ainsi, un groupe adlien fini ne contient aucune famille libre. Par contre
il est de type fini, puisque il est fini.

Consicerons une situation radicalement éinte: M/ = A", avecA un an-
neau inkégre. Il est facile de voir que la situationgpedente ne peut pas arriver:
on a biemux = 0 si et seulement si = 0. Le module) est libre, de type fini, et
il a une bas&n élements. Malgg tout, il ne se comporte pas comme un espace
vectoriel:

1. Une partie libréan éléements n’est pas toujours une base. Par exerfiple,
est une famille libre dZ-moduleZ mais pas une base.

2. D'une famille gerératrice on ne peut pas toujours extraire une base. Par
exemple{2, 3} engendréZ mais ni{2} ni {3} n'est une base dg.

3. On ne peut pas toujours coraf@r une famille libre en une base. Par exem-
ple, on peut @montrer qu’urélementz = (x4, ..., z,) non nul deZ" peut
étre compdte en une base d&" si et seulement si les; sont premiers entre
eux dans leur ensemble.

4. Un sous-module dé/ n’est pas toujours libre! En effet, le cas de= 1
montre que pour cela, il esenessaire quel soit principal, puisque les
sous-modules dd sont les i@aux et que les sous-modules libres sont les
idéaux principaux. Par exemple les modules sur 'annéay K[X,Y]
n’ont pas cette propéte.

L’ étude des propeies deM = A" se traduit aussi en termes matriciels.
L'ensemblel,,(A) des matrices x n a coefficients dansl est un anneau pour
les ogerations usuelles. Lorsque I'anneduest commutatif, on peutédinir le
determinant d’'une matrice, en prenant les formules connues pour les matrices
coefficients dans un corps. 81 € M, (A), det(M) € A et on a la propBté:
det(MN) = det(M) det(N). Un élément deM,,(A) est inversible dans cet an-
neau si et seulement si soatdrminant est inversible dars On noteGL,,(A) le
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groupe des matrices inversibles tlg (A). Par exemple(zL,,(Z) est 'ensemble
des matrices coefficients dan® de ceterminanégala +1.

Proposition 10 Soit A un anneau commutatif, et soéit, bs, ..., b, € A™. SoitB
la matrice dont les colonnes sont lgs L'ensemble(by, bs, ..., b, } est une base
de A" si et seulement 98 est inversible su#, i.e. si et seulementdit(A) € A*.

Preuve: Posons3 = {b1, bs, ..., b,} et supposons quB soit une base dé/ =
A". La base “canoniquef = {ey,es,...,e,} dont la matrice assoee est la
matrice identié s’exprime sui3, ce qui se traduit par I'existence d’une matrice
P e M,(A) telle que:

Id, = BP

ce qui montre que3 est inversible.

Réciproquement, sB est inversible, il existe une matride telle queld,, =
BP, ce qui montre qués est grératrice deM. Pour montrer qués est libre,
consicerons une combinaison Baire nullea,b; + - - - + a,b,, = 0. C'esta-dire:
BX =0, ou X est le vecteur colonne des. En multiplianta gauche papP, on
obtientX = 0.

O

3.2 Reseaux

On va étudier maintenant leZ-modules libres munis d’'une structure Euclidi-
enne. De fagon intuitive, certaines bases sont meilleures que d'autres, si elles
se rapprochent d’'une base orthogonale; I'algorithme LLL permet de trouver une
telle base en temps polynomial. Biefirsun ©seau ne posse pas toujours une
base orthogonale. On va s’appuyer sur I'orthogonalisation de Gram-Schmidt, un
algorithme orthogonalisant une base R. Le processus de transformation d’'une
Z-base en une autrg-base du &seau plus “orthogonale” condditraccourcir

les vecteurs. Toutefois, I'algorithme LLL ne conduit pas automatiquegenie

base du&seau contenant un vecteur minimal. Malgput,a cause de sa rapidit

il est souvent utilié pour trouver des vecteurs courts éseau (la recherche des
vecteurs minimaux d’'unaseau est exponentielle).
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3.2.1 [Efinitions

R™ est muni de sa structure Euclidienne habituelle) = xy; + - - - + z,y,. Si
x € R", on appelle norme dela valeur der - x.

Définition 14 Un réseaul de R" est 'ensemble des combinaisonsthiresa
coefficients entiers d'une base Bé

L =7by & Zby & --- @ Zb,.

Il est clair queL est une partie disete deR™ (nous allons revenialdessus un
peu plus loin). Pour tout/, I'ensemble deglementse de L vérifiantz -« < M
est fini; cela nous permet deefihir le minimum del, qui est atteint pour un
nombre fini de vecteurs de.

Définition 15 Le minimum dd. est c&fini par:

min(L) = min{z -z |z € L\ {0}}.
L'ensemble des vecteurs minimaux/dest I'ensemble fini

S(Ly={r € L|z-z=min(L)}.

Une matrice de Gram dé est la matrice des produits scalaires d’une base de
L:

G = (bi - bj)i<ij<n

Le deéterminant du eseaul est le éterminant d’'une matrice de Gram de
et ne épend pas du choix de la base be

En effet, siG’ est la matrice de Gram d’'une autre baseldda matrice de
passagé’ appartiendGL, (Z) donc est deéterminant-1. CommeG’ = P'GP,
det(G") = (det(P))* det(G) = det(Q).

O

On classe lesaseawa équivalence orthogonalegs. Une matrice syatrique
déefinie positive @finit un eseawa équivalence @rs puisque c’est la matrice de
Gram d’une base dR", définie modulo une transformation orthogonale.

On peut aussi &finir les Bseaux commeétant lesZ-modules libres d&R™,
non contenus dans un sous-espace stridRtdeCette @finition plus abstraite a
I'avantage de ne pas faire apgeline base particdre.
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3.2.2 Orthogonalisation de Gram-Schmidt
Soit{by,...,b,} une base d&”. L'orthogonalisation de Gram-Schmidt de cette
base est une base && notee{b7, ..., b’ }, qui vérifie les proptes suivantes:

1. Elle est orthogonale, i.é; - b; = 0sii # j

2. Pour touti > 1, {b7,...,b} engendre le @me sous-espace vectoriel que
{b1,...,b;}

3. (Normalisation) Les deux projtes pecedentes caragetisent les vecteurs
b a multiplication par un scalaire @. Nous supposerons donc @jle= b;
plus une combinaison lgaire des; avec;j < i.

by b

Proposition 11 On ab; = Zézl u; ;b7 avecu;; = 1 etu; j = k.
J

Preuve: D’apres la condition 2., il existe des coefficients; tels que

j=1

La condition 3.equivautau; ; = 1. Si on calcule le produit scalaire avigcde
cetteégali®, puisque les; sont deuwa deux orthogonaux, on trouve

3J 7]
et donc
i b} (3.2)
U 5 = " e .
O

La proposition pecedente permet de calculer les; par ©currence sui
facilement. Posons

2 . 1% *
a; := b; - b; aveca; > 0.

En effet, pouri = 1, il 'y a quewu;; = 1 (b = by) et donca? = by - by.
L’ équation (3.2) nous permet de calculgr, puisa3 puisqueby - by = b} - bl +
u3 a3, et ainsi de suite.

Réciproquement, en inversant la matrice triangulaireideson peut calculer
lesb; en fonction de$,. Retenons pour usage @fieur la formule:
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j=1

Interpr étation matricielle: Soit B la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
b;, B* la matrice dont les colonnes sont les vectéiret A la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sant as, . . . , a,,.

Ona:(B*)'B* = A% Sion poseX = B*A™!, cette matrice érifie K'K =
Id et est donc orthogonale. D’autre part[5iest la matrice transpés desu; ;,
compktee par des&@os en posant;; = 0 sii < j (U est donc une matrice
triangulaire suprieure, avec des sur la diagonale), on # = B*U, et donc
finalement

B=KAU

(décomposition d’'lwasawa dB).
En particulier, deB = B*U il vient G = B'B = U'A?U, et, comme la
matriceU est de éterminanggalal,

n

det(L) =[] 7. (3.4)

=1

Application: I'orthogonalisation de Gram-Schmidt correspond aasai‘decomposition
en somme de caas” dex - x. Elle permet de calculer effectivement 'ensemble

{r € L |xz-x < M}, etde se convaincre que c'est bien un ensemble fini. En
effet, siv = > | @b, € L, x; € Z:

n n %
=1 1 7j=1

= i(i ity §)bj

j=1 i=j

donc
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2 2 2 2

= (21 + Tougy + ... )%} + -+ (Tpo1 + Tplnp1)’as_y + 200l

et la conditionr - x < M implique:

_VM/ananS VM/an
-V M/an—l - l‘nun,n—l S Tp—1 S \% M/a'n—l - xnun,n—l

ce qui conduita un nombre fini de possibiis pour les valeurs epties der,,,
ZTn_1,...,x1. |l restea parcourir cet ensemble fini pour finalemegtatminer
les valeurs dey, ..., z, pour lesquelles: - x < M. En particulier, nous avons
démonté que I'ensemble des vecteurs minimaif{.) d'un réseaul est fini.

3.2.3 Sous-groupes discrets dr”

Dans ce paragrapphe, on montrequivalence entre les notions deseau, tels

gue ckfinis ici, et de sous-groupe discret B&. Rappelons que le rang d’'un
sous-ensemble dR" est la dimension dR-espace vectoriel enger@par cet

ensemble. D’un ensemble de ramgon peut toujours extraire urie-base (mais

pas uneZ-base!).

Théoreme 11 Soit L un réseau dé&R"; alors L est un sous-groupe discret &é&.
Réciproguement, soit un sous-groupe discret d&*, non contenu dans un sous-
espace vectoriel strict dB” (i.e. de rangn). Alors L pos®de uneZ-base qui est
aussi une base de”, i.e. L est un Eseau au sens de |&finition 14.

Preuve: On a cemonté au paragraphe @iedentque{z : v € L |z -2 < M}
est un ensemble fini. Cela montre bien §uest isoé dansl. Plus gréralement,
la méme @monstration, en remplacantarx — y avecx € L, y € R™, montre
que l'intersectionl. N B(y, M) est finie. Remarquons qu’il n’est pas vrai qu’un
sous-groupe d&” est toujours discret. Par exemple Zesous-module d&® en-
gendg parl etr (ou 1 et n'importe quel nombre irrationnel) contient une infnit
d’élements dans l'intervall@), 1[: par exemplgnr — [n7] : n € N}.
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Réciproquement, soif. un sous-groupe discret d&*. Supposons d’'abord
n = 1. Pour tout intervalle compadgi, b|, 'ensembleL N [a, b] est fini. On peut
en ceduire quel. N R** pos®de un plus petiélementa. On a bien &raZ C L.
Montrons quel = aZ: pour toutélementz € L, il existe un entier: tel que
ka <x < (k+1)a. Alors0 < x — ka < a; maisz — ka € L eta est le plus petit
element positif de.. Doncx — ka = 0.

Nous allons maintenant congicr le cas gréral, et construire paécurrence
une Z-base delL. Tout d’abord, observons quk contient recessairement une
R-base. En effet, on peugdinir une suite embdie de sous-espaces vectoriels
Vi ¢ Vo C --- C V,enposantl, = le sous-espace vectoriel engemgrar
'ensemble (fini){z € L | z -z« < k}. En consi@rant la suite des dimensions
de V4, qui est une suite croissante d’entiers erfitret n, on conclut que, soit il
existe un entiek, a partir duquell, = R"™, et dans ce cas on peut extraire de
{r € L |z -z < ko} une base d®" formée de vecteurs d, soit la suiteV,
est stationnair@ un sous-espadd” strict deR™. Dans ce casl. C W ce qui
contredit I'hypottese.

Soit donc{ey, es, .. ., e, } uneR-base contenue dats Bien g, il N’y a pas
de raisons pour que ces vecteurs formentZxtmase dd.. SoitlV le sous-espace
vectoriel deR™ engende par{ey, es, ..., e, 1 }. ClairementJV est de dimension
n — 1; soite, une base d&/*. Soit M := L N W. Alors M est un sous-groupe
de W, qui est discret dand’ puisqueL I'est. En identifianti?” et R"~!, on peut
trouver par ecurrence une badg, b, ...,b, 1} de M, qui soit uneR-base de
W. D'autre part, toutlementr € L s’écritz = \by + -+ + N\y_1bp_1 + A\pén.
Les \; ne sont pas des entieagpriori. Consiérons

A:={ eR|ilexister € L |x=MNby + -+ A_1bn_1+ Aep }.

ClairementA est un sous-groupe @& montrons qu’il est discret. Supposons par
I'absurde que\ N [a, b] soit infini. Chaque\ € A N [a,b] est asso&@a unz € L
avecr = A\by + -+ A\y_1b,1 + Ae,,. Quitted soustrairg\;]b;, qui appartient

a L, on peut se ramenar) < \; < 1. Alors z appartien& un ensemble compact
K; on aurait dond< N L infini, ce qui contredit I'hypothse suivant laquellé
est discret. On peut donc conclure qu'il existe- 0 tel queA = aZ (C’est le cas

n = 1). Soit alorsh,, € L tel que

bn = )\1b1 + 4 )\n—lbn—l + ae,. (35)

Nous allons montrer québy, bs, ..., b,} est une base dé. D’abord, par con-
struction,{by, bo, ..., b, } forme une famille libre suR, donca fortiori surZ. II
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restea montrer qu’elle engendre. Soit doncx € L quelconque. On pewcrire
2 comme combinaison lgaire de9; a coefficientséels x = x,b; + - - - + x,,0,,.
En remplacant,, par son expression (3.5), on voit quga € A = aZ, donc
quex, € Z. Alorsy := x — x,b, appartiena M = L N W, donc on a aussi
Tiyen.,Tpq € 2.

O

Corollaire 1 Si L est un eseau d&R", tout sousZ-module) contenu dang. et
de rangn est un Eseau. En particulief)/ posede unéZ-base.

Si L et M sont deux @seaux d&”, tels qu'il existe un entiek tel quekM C
L, alors L. N M et L + M sont aussi desaseaux.

Preuve: SiM C LetsiL estuneseau, alord/ est discret. La prergre assertion
résulte directement dué&oeme pecedent.

Lesinclusions:M C LN M C M montrent que d’'une paftn M est de rang
n et d’autre part est un sous-module fleDonc L N M est un éseau.

Montrons maintenant qu’il existe un entietel queL + M C %M, et par le
méme argument on pourra conclure que- M est un éseau. Choisissons une
basee,, ..., e, de L et une base, ..., f, de M. Soit P la matrice de passage
exprimantfy, ..., f, surey,...,e,. CommekM C L, la matricek P esta coeffi-
cients entiers. Donc la matride! esta coefficients rationnels. Il existe un entier
[ tel quel P~! soita coefficients entiers; aloié C M, etL + M C %M.

O

3.2.4 Algorithme LLL
LLL=Lenstra, Lenstra, Lovacz (1982).

Définition 16 Avec les notations du paragraphegpedent, une bas@;, ..., b,}
d’une réseaul est diteLLL r éduitesi elle \erifie les conditions suivantes:

1. |u; ;| <1/2 pour touty < i.
2. Pourtouti > 2,a? > (3/4 —u?, ;)a? ;.

ii—1

Le theoeme suivant mesure la “quditd’'une base LLL-eduite.
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Théoreme 12 Soit{by, ...,b,} une base LLL-&duite. Alors:
1. det(L) < [T, (b; - b;) < 2"5 det(L)
2. bj-b; <2"1a? pour toutj < i
3. by - by <27 det(L)Y
4. by - by < 2" 'min(L)
Preuve: La relation (3.3) montre qui - b; > a? ce qui montre que

=1

=1
Les conditions 1. et 2. dé&duction LLL montrent que
a? 2 a?—l/Za
et donc par induction que

a; > a3/2'77, pour touti > j. (3.6)
En remplacant dans (3.3), on obtient

2:21’—1+1

bi b < (1+1/42+2% 4 -+ 2" H)a? 5 a? <27 1a?

ce qui cemontre les points 1. et 2.
D’autre part,b, - by = a3 < 27'a? (par (3.6)). En multipliant membra
membre, on obtient
n(n—1)
(bl . bl)n S 272 det(L)
soit le point 4.

Soitz € L, z # 0. On peutecrire d’'une part = b, +- - - + x,,b,, avec les;
entiers, d'autre part = \b; + - - - + \,,b; avec les\; réels. Soit, le plus grand
indice tel que\;, # 0. Alors: \;, = x;,, et

Tox =M\ a; + Z Na? > ai > by by /20!
Jj<io
ou la dernére irégalieé se @duit de (3.6). En prenant € S(L) et en utilisant
io < n, on obtient bien l'ilegali€ du point 5.
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Remarque 1 On peut @finir des conditions deeduction d’une base d’'ureseau
plus fortes, mais lagduction LLL est la seule pour laquelle un algorithme polyno-
mial construit une base LLL&duitea partir d’'une base quelconque. D’autre part,
dans la pratique, la norme des vecteurs obtenus pduction LLL est meilleure
gue la borne tkorique du tkoreme pécedent. Nous allons maintenaréatire

cet algorithme.

Algorithme LLL: il prend en ente une bas¢b,,...,b,} d'un réeseaul, et
sort une baséb, ..., b } de ce néme Eseau, LLL-&duite.
Supposons que lds— 1 premiers vecteurg,, b,, . . ., b,_; vérifient les con-

ditions de eduction LLL. On suppose avoir caléules coefficients:; ; pour
i <j<k—1ainsique les? pourl <i <k — 1.

On s’occupe d’abord de la condition 1., qui est facdlebtenir. En effet,
supposons que I'on remplace le vectéppar un vecteur de la formi, — gb;
avec! < k etq entier. Alors:

e Leréseau engendiparby, ..., b, reste le d@me
e L'orthogonalisation de Gram-Schmibl, . . ., b;; reste la neme

o Les coefficientsu k, . . . , ux 41 SONt inchangs;u,; est remplaée paruy ; —
q.

Le dernier point est cogjuence de &gali€: b, — qb; = Zle(uk,j — quj,,)bj.
Ainsi, on voit que I'on peut obtenir successivement les conditions;_;| < 1/2
en remplagan;, parb, — [ugx—1]bk—1, PUiS|uy x—2| < 1/2 en remplagant;, par
b — |ukk—2]br—2, €t ainsi de suite.

RED(k,I) est la proédure qui remplacé, parb, — |ux,;]b;, et meta jour les
coefficientsu;, ; pourj < I.

Ainsi, pour obtenir la condition 1., il faut &cuter successivement
RED(k,k-1), RED(k,k-2), jusqél RED(k,1). Mais il faut remarquer que la con-
dition 2. peutétre teste s que RED(k,k-1) est ékuke, puisque ensuite le
coefficientu;, ,—; ne bouge plus.

On pro@&de donc de la fagon suivante: oréente RED(k,k-1), puis, juste
apres, on teste la condition 2. Si elle edriiee, on ekcute RED(k,k-2), ...,
RED(K,1) puis on passe bie@irsau vecteur suivart, ., ;.

Si elle n'est pas @&rifiee: onéchangeb, et b,_; et on redescend au cran
préccdent. Remarquer qu’'as cetéchange, on a toujours une baseldePar
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contre, seulement lds— 2 premiers vecteurs sont LLLeduits. D’autre party;_,
est modife.

SWAP(K) est la proedure quiechangé,_; etb,, et meta jour lesb! et les
coefficientsu, ;. Les vecteursy, ..., b;_, n'ont pas bou§, ni lesu; ; pouri <
k —2. Comme

b, = b;; + uhk_lb};_l + Ukjk_gbz_Q + ...,

;_, estremplaé parb;, + uy ,—1b;_,, et les coefficients;,_, ; paru; ; pourj <
k—1.

Preuve de l'algorithme: Il est clair que, si cet algorithme termine, il sort bien
une base LLL-eduite.. Ce qui n’est pas du toewident, c’est qu'’il termine bien,
c’esta-dire qu’il ne poursuit pas irgdiniment une succession de meas et de
descentes dans les indicesidan. Il faut donc &montrer qu’il ne passe par la
procedure SWAP qu’un nombre fini de fois.

PosonsLy, = Zby + --- + Zb, et D, = det(Lg). On a, en vertu de (3.4),
D, = Hle a?. La valeur prise par le-uplet (D;, Ds, ..., D,) ne change que
dans la proedure SWAP. Lors de&change dé,_, etb,, les ieseaux.,...,Lj_o
sont inchangs, ainsi qué.y,...,L,. SeullL,_; est modife. Plus pecigment,
on gardes,. .. b;_,, etb;_, devient,_,* = b; + ug_1b;_;, donca;_, devient
aj,_,* = a} +u},_,a}_,. DoncDj_; est remplaé par
Ay + Up 2GR

2

/
D._ | = Dy
A1

Mais justement, si on passe dans SWAP, c’est parce que la conditionéiaion
LLL n’est pas \erifiee, c’esta-dire parce que

ai <Z(3/4-—-u2£_4)ai_1,

soit ) ) )
Ay + U 10y

<

A~ w

2
Ak

Onadonc:D;}_; < 3Dj_;.

Ainsi, chague passage par SWAP multiplie le produiDs . .. D,, par un fac-
teur3/4. Il suffit donc de montrer que ce produit est mi@gar une constante ne
dépendant que dieseaul.
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Proposition 12 Si L est un Eseau de dimension le quotient

~ min(L)
ML) = Ger
est majoé par une constante ne&dendant que de.

Preuve: En effet, ce quotient mesure la debsit de I'empilement de spres
assocd a L. Soitr = \/min(L)/2. Les spleres de centre les points deseau

L et de rayonr sont d’ingrieurs disjoints (c’est le plus grand rayon possible..).
Soit £ la reunion de ces spgines et soifP le paralBlotope construit sur une base

{b1,..., b, }:

Le volume deP estégala /det(L). Le volume deP N £ estégal au volume
d’'une splkere de rayom, c’esta-direar"x, ou r, estle volume de la sgie de
rayon1 et de dimensiom. On a bien &r

vol(P) —
soit
_ T oy
det(L)
Oou encore

min(L) "2
_— — < 1.
det(L)1/n 2~

O

Terminons maintenant laéthonstration de I'algorithme LLL: La proposition
précedente montre que

Vi = sup y(L)
LCRk

est fini. On a donc, pour legseaux’.y,

Dy, > (%)k > (mn;:L))k
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et le produitD; ... D, est bien mincg par une constante positive nepgndant
que du éseaul.

O

3.2.5 Applications

L'algorithme LLL permet de @&soudre des probines, qui peuvent se ramerzer
la recherche de petits vecteurs dans @&seau. Initialement, les trois auteurs ont
obtenu gacea lui un algorithme polynomial pour la factorisation des pélyres

a coefficients entiers. Ce sujet nous entrainerait trop loin, néaswbns main-
tenant quelques applications de LLL, notammefd cryptographie.

Le probleme du saca dos L'un des premiers cryptosysinesa cle publique
propo était bag sur le prol#me du sa@ dos. Ce sysime aéte “casg” par
I'algorithme LLL.

Soitay,as, ..., a, €ts des nombres entiers positifs. |l s'agit dgpondrea la
guestion:

Existe-t-il un sous-ensemblec {1,...,n}telques =5, ,a; ?

Ce probéme est connu po@tre NP-complet. Cela signifie que tout pretole
NP peut seé&duirea celui-ci. En particulier, comme on pense que P, il
n'aurait pas de solution polynomiale. Toutefois, il existe des cas particuliers pour
lesquels il est &s facile de&pondre - on parle d’instances faibles.

Définition 17 On dit que le sac dos est super-croissance si; > >7_/ q;
pour touty.

Dans ce cas, il est trivial de reconnaitre si un entiefonre est ou non la
somme d’un sous-ensemble des En effet, il suffit de proeder de la fagon
suivante (appé€le em algorithme glouton):

e Déterminer le plus grand destel quea; < s
e Remplaces pars — a;
e Recommencer tant quen’est pas plus petit que tous les
Si,alafin de la proédure,s # 0 c’est ques ne se @compose pas en sous-somme

desa;; sinon, c’est qu’on a effectivement trogivne telle &composition.
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En effet, sis = a;, +a;,+. .. a;,, aveca;, < a;, < --- < a;,, onabien,;, <s,
ets < > a; < a;4+1. Donca;, < s < a; 41, eta;, est bien le plus grand des
a; plus petits ques. Noter que, dans le cas d’'un sadosa super-croissance, la
décomposition si elle existe est unique.

Le cryptosystme propos par Merkle et Hellmann en 1978 est le suivant:
Alice veut envoyer un message confidentieBob. Bob choisit un saa dosa
super-croissance, . . . , a, ainsi quew etm, avecm > Y  a;, et(w,m) = 1.

Il calculeb; = a;w mod m.

e Laclé publique estb;, b, ..., b,

e Laclé privee estm, w.

Lorsque Alice veut envoyer un message. . ., ¢, avece; = 0,1 a Bob, elle
calcules := >, ¢;b; et envoits & Bob. Bob calculew ' modulom, puis esoud
sw—t=3""  €a; suivant I'algorithme glouton. Un attaquant est conféoati pb
de esoudres = Y | ¢;b; pour le sac@ dos doné parb, ..., b, qui n'est plus
a croissance rapide. Merkle et Hellmann proposent comme choix de ¢@aeam
a; ~ 2", ay ~ 2"t . a, ~ 22",

Lagarias et Odlysko ont moicomment utiliser LLL pourésoudre une cer-
taine famille de saa dos: les saa dos de basse deresit

Définition 18 La densié d'un sac dosay, as, . . ., a, estlavaleud = n/log(max(a;, 1 <
i<n)).

Aay,as,...,a,, sonassocie legseau. de dimensiom+1 deR"2 engendé
par les colonnes de la matrice:

Kai Kay ... Ka, —Ks

1 0o ... 0 0
B = 0 1 ... 0

0 0o ... 0 1

Sionnoteey, ey, . .. e, les colonnes de B, et si= )" | z;¢; € L,ona
vox=af a4+ ai + K (a4 -+ 2y — Tpp18)°
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Une solution du saé doss = >, ¢;a; correspond un vecteur = eje; +
-+ te€nente,41 appartenam L, avecr -x = wit(e)+1 < n+1. Quittea changer
seny "  a;—s,0npeut@me serameneérz-z < (n+1)/2. Sion choisitK tel
queK? > (n+1)/2, tout vecteur: = Y | x;e; de L verifiantz -2 < (n+1)/2
esttel quexqa;, +- - -+x,a, = r,415. L'id€e est donc de rechercher par LLL des
vecteurs de petite norme dans éseau, qui auront de bonnes chances de fournir
une solution au sa& dos.

Plus rigoureusement, on peut montrer que, si leasdas est de basse dessit
la probabilie d’existence d’un vecteur déseau de norme iafieurea (n +1)/2,
qui n’est pas une solution du sados (i.e. dont le coefficients ne sont pas @es

et desl), tend vers) quandn tend verstoo.

Relations de cependance lirgaire ou algebrique: soitzy, ..., z, € C des nom-
bres complexes. On cherche une relation épethdancez; + - -+ + 2,2, = 0
avec lesr; entiers. Par exemple, si les sont les puissances successives d’un
méme nombre algpbriquec, cela revienta chercher un (multiple du) polpme
minimal dea. On consiére la forme quadratique sUfr

Pour N assez grand, legs € Z" tels queg(x) soit petit vont certainement
vérifierz,z; + - - -+ x,2, = 0. Par I'algorithme LLL, on éduit la base canonique
deZ", et les vecteurs de la baseduite contiennent@s probablement des petits
vecteurs, erifiantx,z; + - - - + 2,2, = 0 (remarquons que, une fois treesrdes
x; candidats, on peut toujourssifier a posériori la relation). Cette rathode
donne néme un algorithme de factorisation des pdlyresa coefficients dang,
en appliqguant ce qui poedea une racine du polydme.
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